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Riassunto. Diamo un risultato di unicità forte per tutte le potenze 
dell’operatore di Laplace nel caso di diseguaglianze differenziali con potenziali 
singolari. Noi dimostriamo anche, nel caso del solo Laplaciano, un risultato 
che risulta essere ottimale (Oss. 2.1). Tutti i risultati qui contenuti sono 
una generalizzazione di quelli in [8] (vedi bibliografia). 


Abstract. We give a strong uniqueness result for all powers of the 
Laplace operator when dealing with differential inequalities with singular po- 
tentials. We exhibit also, for the Laplace operator, a result which turns out 
to be “optimal” (Oss. 2.1). The results in this paper are the generalization 
of those in [8] (see bibliography). 
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1 Introduzione 


Questo lavoro è stato realizzato in collaborazione con F. Colombini. 
Scopo di questo seminario è provare alcuni risultati di continuazione unica 
forte (suc) per diseguaglianze del tipo 


|A"u(x )| < |Wo (2)| |u(a si )|[Vu(e)|+--- (1) 
-+|W, (@)| |V*u(7) )| tea, 
con h € N e Q intorno dell’origine in R”. 
Denoteremo con C{°(2) tutte le funzioni di C'°°(9) che sono piatte in 
zero (ricordiamo che f(x) è detta piatta in zero se D°f(0) = 0 per ogni 


a € N”). Diremo che la relazione (1) gode della proprietà suc se la sola 
funzione u(r) E CP(2) che verifica (1) è la funzione identicamente zero. 


Nella prima parte studieremo il problema nel caso h = 1 ossia per stime 
del tipo 
[Au(e)] < |[Wo(®)] |u()| + |Wi(x)||Ve()]| TEL, (2) 


con Wo(x), Wi(x) aventi singolarità in zero. 
I primi lavori con Wy(x) e Wi(x) singolari sono dovuti ad Aronszajn, 
Krzywicki e Szarski [5], i quali studiano potenziali della forma 


IWo(:)] < Je ?** (3) 


Wi (2) < belt" (4) 

with e > 0. 
In seguito, numerosi autori hanno studiato il problema nel caso Wo(x) 
e Wi(x) con singolarità di tipo L? (Hòrmander [9], Barcelé, Kenig, Ruiz, 


Sogge [6]); mentre in Fabes, Garofalo, Lin [7] si studia il caso Wo(x) € K,(9) 
eWi(x)=0 


Nel 1993 Regbaoui [12] prova un risultato di continuazione unica per 
Wo(x) e Wi(x) verificanti le stime: 


Wo(e)] < Ci ke? (5) 
Wi ()] < Ca el"! (6) 


3 1 
con C2< 5 
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Nel 1997 Grammatico [8] migliora il risultato in Regbaoui, provando la 


suc proprietà per Wo(x) e W;(x) come in (5) e (6) ma con C2 < VE 
Nel 1994 Alinhac e Baouendi [3] dimostrano che per ogni C > 1 esiste 
u € C°(R?), piatta in zero, con supp vu = R? soddisfacente la stima 


C G 
|Au(e)|< ®) |Iuu(x)| TER, (7) 


dove r = |r| e è, denota la derivata tangenziale. È stato dimostrato in [8] 
che se u € Cp°(2) e soddisfa (7) con C < 1 allora u=0. 

Ricordiamo infine che Wolff [14] ha costruito, per n >. 4, una funzione 
smooth  :R" + R, non identicamente zero, la quale si annulla di ordine 
infinito in zero e soddisfa |Au(x)| < C|e| |Vu(x)| per qualche C > 0. 


Nella seconda parte studieremo il problema della suc per le potenze del 
Laplaciano. 

Ricordiamo che per un operatore differenziale P = P(x,y,t, Da, Da Pi) 
di ordine m (m > 2) a coefficienti regolari, definiti in un intorno dell’origi- 
ne in R" (n > 2) e di simbolo principale Pm (1,y,t,€,7,7), Alinhac [1] ha 
provato, in particolare, il seguente risultato (denotiamo le coordinate di R” 
con (x,y,t) dove te R*_?): 

. Se Pm (0,0,0,1,7,0) ha due radici semplici, non reali e non coniugate, 
allora esiste un intorno YV dell’origine, due funzioni a,u € C® (V), entrambe 
piatte in zero, tale che Pu—au=0 in V e suppu un intorno dell'origine. 

Dunque, se vogliamo ottenere risultati di continuazione unica in C” 
per operatori ellittici di ordine maggiore di due non è troppo restrittivo 
considerare il caso A” (h € N). 

Alinhac e Baouendi [2] hanno provato, in particolare, che la suc proprietà 
vale per la stima (1) quando h=2 e |W(e)| < C|e[t*", 1=0,1,2. 


2 Risultati 


In coordinate polari |r|] = r E (0,+00) e Tal = w € S”, l'operatore di 
TC 
Laplace può essere scritto nella forma 
r°A= (rd)? + (n—2)(r4,) +4, (8) 


dove A, è l'operatore di Laplace-Beltrami su S°7. 
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Notazione: Con ||-|| e (,) denotiamo rispettivamente norma e prodotto 
scalare in L? (S"!). 
Poniamo, per x # 0, 


lo) lo) l 
Wi -Q; vi VR 
dr; i, Or È ro” J n 


. i x n 
dove Q;r = 0, questo implica che I; è un campo tangente a S°7'. 


D'ora in poi = B(0,R)= {rx € R" : |r|< R}. 


Teorema 2.1 Se u € CX(Q) soddisfa 


|r2Au(:e)[? < C? |u(x)|? + * |Q;u(a)|? tea, (9) 
j=1 


. n 
dove C, = ; allorau=0 in Q. 


2 
Osservazione 2.1 Se n=2 la relazione (9) diventa 
|rAu(:)| < |Ouu()| TEO. (10) 
In dimensione maggiore di due vale il seguente 
Teorema 2.2 In R" con n>3, se u € CE (9) soddisfa 
|rAu(x)|? <C? ua)? + |rd,u(a)|{? re, (11) 
per qualche costante positiva C, allora u=0 in Q. 
Infine, sempre in dimensione maggiore o uguale a tre, si ha 
Teorema 2.3 In R" conn>3, se u € CE (9) soddisfa 
1 


— |Vu(e)| e Cil, (12) 


|Au(e)| < 
le] 


Sc 
 v2 


allora u= 0 in 9. 


Noi possiamo ora affermare un risultato di continuazione unica per AÈ 
h intero positivo. Poniamo F,, = {a: diro A Tagli: 


è) 
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Teorema 2.4 Sia u € CP (O) e verifichi 


|A "ul? < Cul +C|rdul +C d, |Qju] +... (13) 


j 


h 
Ca IG PD [(rd,)" La) La(2) -.. Oh U|° ; 


v=0 AQEFn,h-v 
con C,C, v=0,...,h costanti positive. Se 
Co +C1 +-+ < ((2A— 1)? (14) 


allora u= 0. 


In coordinate cartesiane (1,..., tn), dal Theorem 2.4, otteniamo il se- 
guente 


Teorema 2.5 Se u € CP (0) e verifica la stima 


n Yh (47 
|A'ul? < fr ta o a [Vul +- 7) |D°ul, (15) 


fe]?” vé. 


((2A — 1)!1)? 


5I , allora u= 0. 


con YoyV1,:::1% costanti positive e Yh < 


3. Dimostrazioni 


Introduciamo le coordinate (T,w) € R x S° con 7 =]gr. 
Per le dimostrazioni utilizziamo stime a priori tipo C'arleman. Le notazioni 
sono come in [8]. 


Dim. Teorema 2.1—Sia V € C5° ((-00, +00) x S°7!); possiamo scrivere 


oo I(k) 


= dd fl )eki(W) (16) 


k=0 l=1 


con gk,(W) sistema ortonormale completo di autofunzioni per Au. 
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Notiamo che [dw misura standard su S"-1] 


so 1(k) 
ff vert ara = YY [um r (17) 


k=0 l=1 
poichè 
x Ik) 
lV (T, Itas) è }> x, Ifai(T)} * (18) 
k=0 l=1 
Poniamo 
Q=r°A (19) 
e 
Va ele VI, (20) 


T parametro reale. 
Ragionando come in [8] si vede facilmente che 


JflovPerdo = 20 f lorver,g ar (21) 
è 108) 

DD (7 k)(r+k+n-2)? J \fea(T)} dT. 

k=0 l=1 ° 


Prendiamo ora come parametro 7 le soluzioni positive delle seguenti 
equazioni 


T(r+n-2)=m(m+n-2)+m +7 m € N. (22) 


E facile vedere che m < 7 < m+1. Fissato r come appena detto e 
ragionando come in [8] si deduce 


J[rowParao= [(10;vP drd0 ta 


Pi 2 
+ (53°) ff we erdo 4 7? f | WPardo 
(4) 


dove V(T,w) = Sa(T)gxi(w). 
k=0 l=1 


- 


m_-1 


-_ 
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Ponendo U = e'TV e U = e'TV, otteniamo da (23) la seguente stima 
di Carleman 


[[ ET QUf arde 2 JI] e "7 |Q;U|? dTdw (24) 
Li LE 


2 
+ (27°) JJ e 7 |U|° dTdw + 7° J/ e 1 |U|PdTdw, 


per ogni UV E C6° ((-00, +00) x S”7!) e per ogni r come sopra. 
A questo punto, usando le ipotesi e la stima di Carleman appena ottenuta, 
si può concludere in maniera standard. 


Dim. Osservazione 2.1—Basta osservare che in R? 
AQ =-sinwd, e Q, = coswÙ,. (25) 


Così, possiamo concludere applicando il Teorema 2.1. 


Dim. Teorema 2.2—Possiamo ripetere la dimostrazione del Teorema 2.1 
prendendo come 7 le soluzioni positive delle equazioni 


n_- | 


T(m+n-2)=m(m+n-2)+m+ meN. (26) 


Come nel Teorema precedente, se n > 3, otteniamo la seguente stima di 
Carleman 


Ji] e?" |QU|? dTdw > JJ e T 


+7 JJ e "T|U|PdTdw, 


per ogni YU E Cg° ((-00, +00) x S”7!) e per ogni 7 come in (26). 
A questo punto si conclude in modo standard. 


OrU| dTdw (27) 


Dim. Teorema 2.3—Basta osservare che con 7 come in (22) si ha 


// e7®"T |QU|? dTdw > // e?" |OrU|} dTdw (28) 
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per ogni VV E C6° ((-00, +00) x - pigna 
Sommando (24) e (28), si ha 


/ / e "7 |QU|® dTdw > ; ), / / e ?"T |Q;U|? dTdw (29) 
di ali 


” i 
+ 3 / i e "T|U|2ATdw + 5 J / e "7 |0rU|? dTdw 


per ogni UEC5° ((-00, +00) x S"-!) e per ogni r come in (22). 
Ora si può concludere nel solito modo. 


Il Teorema 2.4 è una estensione del risultato contenuto in [8] (caso h = 1). 
Diamo quindi la dimostrazione per h = 2; da questo caso risulterà chiaro il 
modo di procedere in generale. 

Abbiamo ora bisogno di un Lemma che utilizzeremo per dare stime di Car- 
leman per A? in R”. Denotiamo con (-A,)? la radice quadrata positiva 
di -A, considerato come operatore in E(S°1), 
Lemma 3.1 Siano Au, 0 j = 1,...,n (n > 2) come sopra. Allora per 
ogni u E C°°(S°7) vale la seguente identità 


D_10:9;ul = NA]? +(3— n) |VFAZu 


| 
1,j=1 


(30) 


Dim. Lemma 3.1—Ricordiamo le seguenti relazioni per i campi vettoriali 
I; , ossia 


) WI; =0 e È Qiwj=n-1. (31) 
J=1 J=l 


L’aggiunto di ;, visto come operatore non limitato su L? (9°), è 
l’operatore 


= (n-1)w; —Q; fe Lic. (32) 
Inoltre ) N è l’operatore di Laplace-Beltrami A, sulla sfera unitaria. 


La dimostrazione segue ora da questi fatti e in particolare dall’applica- 
zione iterata di (31). 
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D’ora in avanti prenderemo il parametro 7 della forma Tr = m+ 3 con 
m € N. Denotiamo con L la radice quadrata positiva di — Au. 
Siamo ora in grado di dare una stima di Carleman per 4°. 


Proposizione 3.2 Sia c una costante positiva tale che c< 9, allora esiste 
un numero reale positivo To(c) tale che la seguente stima 


// e 27T |\PU|? dT'dw > cr472(41) I, e 27T |a L'U|? dT'dw (33) 


vale per ogni UU E C5° ((-00,+00) x S°7!), per ogni T > mu(c) e per ogni 
v,l=0,1,2 tale che v+1<2. 


Dim. Proposizione 3.2—Sia V € C$° ((-00, +00) x s°) definita come in 
(16) all’inizio della dimostrazione di Teorema 2.1. 


Poniamo 
P=r'A° (34) 
e 
P,V= e"TP(e'TV), (35) 
T parametro reale come sopra. 
. Notiamo che 
P, = Q7-2 Qi (36) 
con Q, come in (20). 
Ricordiamo che (v. (21)) 
ff lavfaras= 7 f lover, aiar (37) 
n so 108) 
+YD. r-k)(r+k+n-2) fifa )| dT, 
k=0 l=1 
dove fx1(T) sono le componenti radiali di V . 
Ora, se 
o I(k) 
gr = DD gei(T ) pri(w (38) 
k=0 l=1 
allora 


fim mPar= ff 10: (V) dre (39) 
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con Vri= fru(T)xi(w7). Così, posto 7 = 7 — 2, possiamo scrivere 


J[ievperdo># | larova, ia (40) 
a] I) 
+) (7- Y(#+k+n-2) | lori (7) \}}dT, 
k=0 l=1 
dunque 
ffievPerdo > | 10ava, er (41) 
te 2 108 
+ DI Gra f lf )faT. 
k=0 l=1 
dove 


Cra=(7#-k)(7#+k+n-2)(r-k)(r+k+n-2). (42) 


Analizzando tutti i casi possibili, ponendo UV = eV, si raggiunge la 
dimostrazione della Proposizione. 


Usando la stima di Carleman appena ottenuta, si può dimostrare il Teo- 
rema 2.4 in modo standard. 


Tenuto conto del Lemma 3.1, non è difficile vedere che 


Yo ID:D;ul = 
ii 


—- |Lul} -34 |Lull? (43) 


+ rali 4 s,3 |a, LulP +3 |22u? 
per ogni u € C° (S*1). 


Questa identità, tenuto conto del Teorema 2.4 con h = 2, implica il 
Teorema 2.5 per h=2. 


I precedenti risultati possono essere estesi a r?*A" , h > 3. 
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Ci limitiamo ad osservare che se 


S=rA" REN (44) 
e 
SV = eT5(eTV) (45) 
allora 
5, = Q7-2(h-1) Q7-2(h-2) A i Qr-2 di . (46) 


Usando (46) possiamo ottenere stime di Carleman per l'operatore 5 così 
come abbiamo fatto per A?. Più esattamente vale la seguente 


Proposizione 3.3 Sia c una costante positiva tale che c < ((2h—1)!!)?, 
allora esiste un numero reale positivo to (c) tale che la seguente stima 


JJ a 90] dTl'dw > cr?h-2(141) JJ e 2T 


vale per ogni U € C6° ((-00,+00) x S"7!), per ogni T > mo(c) e per ogni 
= Lcccah tale che P+P4 kh. 


OL'U|'dTdw (47) 


A questo punto, come nel caso h = 2, si dimostrano i Teoremi 2.4 e 2.5 
in generale. 
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